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Определение 1. Дифференциалом функции 𝑓(𝑥) называется линейная часть её прира-

щения, а именно: d𝑓(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥)d𝑥

1 Закон Пиотровского-Альтмана

Для описания изменений происходящих в языке с течением времени используется закон

Пиотровского (иногда Пиотровского-Альтмана). Это общее уравнение, в которое входит

неизвестная функция 𝑝(𝑡) — доля (иногда количество) исследуемых слов (словоформ, кор-

ней, и т.д.), 𝑘(𝑡) — функция, описывающая то, как различные части языка влияют на ис-

следуемую величину, а 𝐶 — некая константа:

𝑝′(𝑡) = 𝑘(𝑡)𝑝(𝑡)(𝐶 − 𝑝(𝑡)) (1)

Само уравнение выводится в предположении, что скорость изменений в языке должна

расти с ростом доли или количества исследуемых частей, однако если их уже очень мно-

го, скорость дожна падать (какие-то части не поддаются изменениям долгое время). Для

разных задач из конкретных свойств исследуемых объектов подбираются разные варианты

функций 𝑘(𝑡).

Задача 1. Карл-Хайнц Бест в 2003 году опубликовал исследование изменений глагола

“wollen” во втором лице, единственном числе с 1450 по 1850 года. В начале исследуемого

периода превалировала ворма на “-t”, а в конце — на “-st”. Для построения аппроксимации

изменений была выбрана простейшая модель закона Пиотровского с 𝑘(𝑡) = 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 и
𝐶 = 1 (логистический закон).

(a) Воспользовавшись определением дифференциала, переписать уравнение 1 так, что-

бы с одной стороны уравнения была только неизвестная функция, а с другой только

переменная времени (это называется разделение переменных);

(b) проинтегрировать обе части полученного уравнения;

(c) выразить 𝑝(𝑡).

Задача 2. Бёти и Альтман в 1982 году исследовали заимствования в венгерском языке из

латыни. Для анализа данных использовался вариант уравнения 1, где 𝑝(𝑡) — количество за-

имствованных слов, 𝑘(𝑡) = 𝑏 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 а 𝐶 — некая константа, ограничивающая максимальное

количество заимствований. Эта же модель применяется при ограничении на возможности

распространения изменений (в первой задаче изменение в теории полностью переходило в

язык).

(a) Воспользовавшись определением дифференциала, переписать уравнение 1 так, что-

бы с одной стороны уравнения была только неизвестная функция, а с другой только

переменная времени;

1Будьте аккуратны, в тексте множество опечаток в формулах =(
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(b) проинтегрировать обе части полученного уравнения;

(c) выразить 𝑝(𝑡).

Задача 3. Бест, Бёти и Альтман, пользуясь работой Имсипена в 1990 году обнаружили,

что добавление дополнительной гласной “e” в первом и третьем лице единственного числа

сильных глаголов немецкого языка сначала становилось все более популярным, однако с

некоторого времени (в отличие от окончания глагола как в первой задаче) пошло на спад.

Такие изменения часто происходят с тенденциями моды в языке и для их описания ис-

пользуются функции 𝑘(𝑡), которые принимают как положительные, так и отрицательные

значения. В качестве простейшей модели была выбрана 𝑘(𝑡) = 𝐴−𝐵𝑡 а 𝐶 — некая константа,

как и во второй задаче, ограничивающая максимальное количество заимствований.

(a) Воспользовавшись определением дифференциала, переписать уравнение 1 так, что-

бы с одной стороны уравнения была только неизвестная функция, а с другой только

переменная времени;

(b) проинтегрировать обе части полученного уравнения;

(c) выразить 𝑝(𝑡).

2 Приближение данных (фит)

Результаты, которые получались выше, содержали множество параметров, которые необхо-

димо было отыскать, пользуясь конкретными данными. Для отыскания таких параметров

используется метод наименьших квадратов, который позволяет аппроксимировать данные

заданной функцией.

Пусть имеется массив данных {𝑥𝑖; 𝑦𝑖}, 𝑖 = 1..𝑘. Из теории предполагается, что данные

должны лежать на кривой 𝑓(𝑥; 𝑎1, ..., 𝑎𝑛), где 𝑎1, ..., 𝑎𝑛 — некие параметры. Тогда эти пара-

метры ищутся так, чтобы минимизировать выражение

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖))
2 → min

Задача 4. Имеются следующие данные:
𝑥𝑖 0 1 2

𝑦𝑖 0 1 3
Найти методом максимального правдоподобия параметры при приближении функцией:

(a) 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥;
(b) 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥+ 𝑏;
(c) 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐.

Во всех случаях высчитать качество приближения (сумму квадратов отклонений от

данных).
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